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1 はじめに

前回，前々回は温度を制御する拡張系の方法として

能勢の熱浴，能勢・フーバー熱浴，能勢・ポアンカレ

熱浴の解説をした．今回は拡張系の方法以外で温度を

制御する方法である速度スケーリング法，ガウス束縛

法，ベレンゼン熱浴について解説する．

2 速度スケーリング法

分子動力学シミュレーションで温度制御をおこなう

もっとも簡単な方法は速度スケーリング法である [1]．

速度スケーリング法では各ステップごとに運動エネル

ギーが指定した温度に対応するように速度をスケール

する．例としてリープ・フロッグ法で時間発展させる

場合について述べる．リープ・フロッグ法では，粒子

iに働く力 F i と粒子の質量mi を用いてまず速度を
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である．ここで，T ′は運動エネルギーK ′に対応する

瞬間温度である．この T ′が指定する温度 T0になるよ

うに，すなわち運動エネルギーK ′がK = 3N
2 kBT0に

なるように速度を s倍スケールする：
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よって
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として (3)式のスケーリングを行えばよい．この速度
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と座標を時間発展させる．他の温度一定の方法でシミュ

レーションを行う場合でも，その前の準備段階でこの

方法を用いることが多い．

3 ガウス束縛法

3.1 ガウス束縛法の運動方程式

温度を制御するため，運動エネルギーK に

K =
N∑
i=1

p2
i

2m
=一定 (8)

の束縛を加えて運動方程式を解く方法もある．これ

は温度一定の ガウス束縛法と呼ばれている [2, 3, 4]．

今後，3N 次元のベクトルを考え下付き添字のない

運動量 p，座標 r，粒子間力 F をそれぞれ，p =

(p1, p2, · · · , p3N )T, r = (r1, r2, · · · , r3N )T, F =

(F1, F2, · · · , F3N )Tとする．ここで上付き添字の Tは

転置を意味する．すると，運動エネルギーK は

K =
p2
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=一定 (9)

と書ける．ここで束縛力が最小になるように束縛力を

かける．一般に束縛条件は

R(r, ṙ, t) = 0 (10)

と書ける．この時間微分をとると
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束縛力 F c がかかった場合の運動方程式
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の両辺に ∂R/∂ṙをかけて (11)式を代入すると
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図 1: ガウス束縛法の模式図.

となる．ここで右辺は粒子の座標と運動量 (r, ṙ)が決

まれば決まる値であり，束縛力 F c の選び方にはよら

ない．束縛力の絶対値 |F c|を最小にするには

F c ∝
∂R

∂ṙ
(14)

とすればよい．すなわち束縛条件Rの面に垂直にとれ

ばよい（図 1参照）．

温度一定の束縛がかかっている場合，束縛条件Rは

R(r, ṙ, t) =
m

2
ṙ2 − g

2
kBT0 = 0 (15)

と書ける．ここで gは系の自由度をあらわし，後の議

論から g = 3N − 1とすれば座標空間でのカノニカル

アンサンブルが得られることがわかる．(15)式の ṙ微

分を計算すると
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∂ṙ
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なので，束縛力 F c を運動量 pに比例するようにとれ

ばよい．そこで ζ を未定係数として運動方程式は
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と書ける．未定係数 ζ は温度一定の束縛条件
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を満たすように決める．(19)式の時間微分をとって
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これに (18)式を代入すると
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と求まる．(17), (18), (22)式がガウス束縛法の運動方程

式である．

力 F i はポテンシャルエネルギー U の座標微分

F i = − ∂U

∂ri
(23)

であるので，(22)式の分子は
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と書ける．すなわち ζ は全ポテンシャルエネルギーの

時間全微分を用いて

ζ = −

dU
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gkBT0

. (25)

とも書ける．

3.2 ガウス束縛法により得られる統計アンサンブル

位相空間 Γ = (r,p)での状態分布関数 f(Γ )を考え

る．状態分布関数 f(Γ )について連続の式
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が成り立つ．これを一般化されたリウビル方程式とい

う．(26)式左辺第 2項は
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と書きかえれらる．(26), (27)式を用いると f(Γ )の全

微分は
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と書ける．(28)式右辺の ( )内は (17), (18)式を用いて

以下のように計算される．
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ここで 2行目の計算には

∂

∂pi

· F i = 0,
∂

∂ri
· pi = 0 (30)

を，3行目の計算には

N∑
i=1

pi ·
∂ζ

∂pi

= −
N∑
i=1

pi ·
∂

∂pi


N∑
j=1

pj

mj
· F j

N∑
j=1

p2
j

mj



= −

N∑
i=1

pi

mi
· F i

N∑
j=1

p2
j

mj

+2

 N∑
j=1

pj

mj
· F j

( N∑
i=1

p2
i

mi

)
 N∑

j=1

p2
j

mj

2

= ζ − 2ζ = −ζ (31)

を用いた．(25), (28), (29)式より
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ゆえに
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ここで C は定数である．最後に，運動エネルギー一定

の束縛があることから状態分布関数 f(r,p)は
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と決まる．ガウス束縛法では座標空間 rではカノニカ

ルアンサンブルが得られるが，運動量空間 pはカノニ

カルアンサンブルにならない．しかし，実際のMDシ

ミュレーションでは座標空間でカノニカルアンサンブ

ルが得られていれば問題ないことが多く，ガウス束縛

法も能勢・フーバー系の方法などと同じように良く使

われている．

4 ベレンゼン熱浴

最後にベレンゼン熱浴について説明する．ミクロカ

ノニカルアンサンブルにおける運動方程式

ṙi =
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の代わりにベレンゼン熱浴では
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という方程式を使う．ここで τ は緩和時間で瞬間温度

T が設定温度 T0にどの程度速く近づくかを制御する．

T は運動エネルギーK と
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の関係がある．(39)式右辺第 2項の由来は以下のよう

に解釈できる．瞬間温度 T の時間変化は
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と計算される．(41)式右辺第 1項はミクロカノニカル

MDでもあらわれる項である．(41)式右辺第 2項がベ

レンゼン熱浴の特徴で，瞬間温度 T が設定温度 T0 に

近づくように(
dT

dt

)
熱浴

= −1

τ
(T − T0) (42)

という熱浴をつけたことに相当している．

(38), (39)式を時間発展させるには予測子・修正子法

などの方法を用いてもよいが，以下のように近似的に

速度スケーリング法を用いることが多い．例えば，リー

プ・フロッグ法を基に時間発展させる場合にはまず運

動量を
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s = 1 +
∆t

2τ

(
T0

T
− 1

)
(45)

または

s =

[
1 +

∆t

τ

(
T0

T
− 1

)] 1
2

(46)



46 The Molecular Simulation Society of Japan

と計算する．このスケーリングファクター sを用いて

運動量を s倍スケールする．
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最後にスケールした運動量 piを用いて座標を時間発展

させる．
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(43)−(48)式の時間発展が (38), (39)式の運動方程式

に対応していることは以下の議論からわかる．(47)式

に (43)式と (45)式を代入すると
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となる．これは∆tのオーダーまで (39)式と一致して

いる．

ベレンゼン熱浴により生成されるアンサンブルはカ

ノニカルアンサンブルでもミクロカノニカルアンサン

ブルでもない．そのアンサンブルは緩和時間 τ に依存

する．座標空間について τ → 0の極限でカノニカルア

ンサンブルに，τ → ∞の極限でミクロカノニカルアン
サンブルに近づくことが森下により示されている [6]．

5 まとめ

今回は拡張系の方法以外で温度を制御する分子動力

学法（速度スケーリング法，ガウス束縛法，ベレンゼ

ン熱浴）を解説した．一般にシミュレーションの初期

段階では速度スケーリング法を用いて温度制御がおこ

なわれる．系が平衡に達した後，データをサンプルす

るには座標空間，運動量空間ともにカノニカルアンサ

ンブルを生成できる能勢の熱浴，能勢・フーバー熱浴，

または能勢・ポアンカレ熱浴を用いるのがよい．した

がって，これから自分でプログラムを書こうという人

はガウス束縛法やベレンゼン熱浴を勉強しても使わな

いかもしれない．しかし，これらの手法はともに分子

シミュレーションの発展の歴史において重要な役割を

果たしてきた．また市販または配布されているシミュ

レーションプログラムの中には能勢の熱浴などが入っ

ていないものもある．その場合にはガウス束縛法かベ

レンゼン熱浴を使うことになると思うので，必要に応

じて今回の解説を読んでいただければ幸いである．
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